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Для решения множества фундаментальных и прикладных задач самых различных научных 
дисциплин и производственных направлений необходимо проектировать материалы с за-
данными структурными характеристиками и физико-химическими свойствами. Одним из 
методов количественного описания микроструктуры пористых материалов и сред являют-
ся корреляционные функции, с помощью алгоритма оптимизации «отжигом» на их основе 
можно проводить сборки/реконструкции структур. В настоящей работе мы производим 
создание 60 образцов гипотетических материалов различной структуры по аналитически 
заданным корреляционным функциям с тремя изменяемыми параметрами. В дальнейшем 
для каждого образца рассчитывается эффективная проницаемость на основе численного 
решения уравнения Стокса в его трехмерной геометрии. На основе анализа полученных 
результатов наглядно показано, что можно сконструировать пористый материал с желае-
мыми физическими (проницаемость) и структурными (линейные размеры порового про-
странства) свойствами. 
 
Ключевые слова: конструирование материалов, пористые среды, сплавы, проницаемость, 
эффективные свойства, моделирование в масштабе пор (pore-scale modeling). 
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To solve numerous fundamental and applied problems across different scientific disciplines and 
industrial applications it is crucial to design materials with desired structural and physicochemi-
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cal properties. One of the methods to quantify microstructure of a porous material is by means of 
correlation functions. Using so-called simulated annealing stochastic optimization method one 
can use correlation functions to construct/reconstruct of different structures. In this study we use 
analytical correlation functions with three parameters to construct 60 different structures of hypo-
thetical porous materials. Using finite-difference solution of Stokes equation effective permeabil-
ity values are obtained for each constructed 3D structure.  Based on the results we show that it is 
possible to design a porous material with desired physical (permeability) and structural (charac-
teristic pore size) properties. 
 
Key words: material design, porous media, alloys, permeability, effective property, pore-scale 
modeling. 

 
1. Введение 
 Одна из основных задач современной науки заключается в разработке и создании 
материалов определенных свойств, необходимых в производственных и научно-техни-
ческих приложениях [1]. Примерами являются самые разные типы естественных и ис-
кусственных пористых сред и многофазных материалов: 1) керамические и прочие филь-
тры для очистки воды, фильтрации чугуна, используемые в качестве адсорбатов и ката-
лизаторов [2]; 2) биоматериалы, создаваемые в том числе для протезирования [3]; 3) тек-
стиль и бумага [4]; 4) топливные элементы [5]; 5) породы-коллекторы и проппанты для 
заполнения трещин гидроразрыва, важные для добычи углеводородов [6-8]; 6) почвог-
рунты, структура и состав которых определяет плодородие и защиту водных ресурсов от 
проникновения загрязнителей [9]. В настоящее время не вызывает сомнения, что микро-
структура таких материалов и сред целиком определяет их физико-химические свойства, 
такие как, например, фильтрационные и прочностные характеристики, электрические, 
ёмкостные, диффузионные свойства, теплопроводность [10]. Под микроструктурой по-
нимается распределение различных фаз (поры, зерна, металлы, флюиды и т.п.) в про-
странстве. 
 Существует множество методов получения как двух-, так и трехмерной информа-
ции о строении материала: РЭМ-микроскопия [11], шлифы/аншлифы, рентгеновская 
микротомография [6,12], FIB-SEM (focused ion beam-scanning electron microscopy) [13], 
конфокальная микроскопия. Последние три метода позволяют получать трехмерные 
данные о микроструктуре в различных масштабах, при этом нельзя выделить какой-либо 
метод как наилучший, т.к. у каждого есть свои ограничения по размеру образца и разре-
шению получаемых изображений, также все они имеют различную чувствительность к 
различным фазам, что может влиять на качество сегментации (выделения фаз на двух- и 
трехмерных изображениях). Полученные сегментированные данные о микроструктуре 
можно использовать для численного моделирования свойств материала с использовани-
ем богатого набора возможных решений и моделей. Например, можно определять сле-
дующие свойства: 1) проницаемость – решеточным методом Больцмана [14] или в се-
точных моделях (pore-networks) [15], 2) теплопроводность – методом конечных элемен-
тов [4], 3) электрические свойства – конечно-разностным методом [16], 4) упругие свой-
ства – методом конечных элементов [17], и т.п. 
 В связи с тем, что в некоторых случаях трехмерные изображения получить затруд-
нительно ввиду проблем, обозначенных выше (ввиду того, что не может быть выполне-
но необходимое соотношение размер образца-разрешение, или же отсутствия сложного 

 



52                                                                  М.В. Карсанина, К.М. Герке, Р.В. Васильев, Д.В.Корост 

и дорогого оборудования), была предложена реконструкция трехмерной микрострукту-
ры по двумерным срезам [18]. Такая процедура выполнима при условии, что материал 
изотропен, т.е. его микроструктура в неизвестном сечении статистически не отличается 
от представленной на двумерном изображении. Данное направление получило значи-
тельное развитие, и были предложены самые различные методы реконструкций: 1) гаус-
совы поля (обрезание плоскостью поля со сходной двухточечной статистикой) [18], 2) 
мультиточечная статистика (поиск всех возможных комбинаций в окне заданного разме-
ра) [19], 3) последовательные методы (process-based method, упаковка частиц) [20], 4) 
алгоритм Yeong-Torquato [21,22] на основе корреляционных функций. Последний метод 
представляет особый интерес, так как в нем двумерная микроструктура описывается с 
помощью корреляционной функции (экспериментально полученной), а затем случайная 
трехмерная структура модифицируется перестановками с помощью оптимизационного 
алгоритма «отжига» (simulated annealing) до совпадения ее функции с эксперименталь-
ной. Таким образом можно провести процедуру реконструкции по любой гипотетиче-
ской функции, полученной не экспериментально, а заданной исходя из некоторых сооб-
ражений. 
 Основной целью настоящей работы является проверка возможности моделирова-
ния структуры пористого материала с желаемыми эффективными свойствами (на при-
мере абсолютной проницаемости) по модельной корреляционной функции.  
 
2. Основы моделирования структуры корреляционными функциями и процедуры 
сборки 
 Существует много различных корреляционных функций, применимых к описанию 
многофазных сред (кластерная, линейная, пор по размерам и др.) [10,23], однако, если не 
оговорено иначе, под этим понятием будем подразумевать вероятность нахождения n 
точек в одной и той же фазе (Sn). Рассмотрим некоторую гипотетическую двухфазную 

среду в n-мерном евклидовом пространстве ( d ). Рассчитать корреляционную функцию 
для такой среды можно следующим образом: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( ) ,i i i

n nS I I Ix x x x x xi
n         (1) 

где  – радиус-вектор, а  – функция-индикатор для характеристики бинарной 

системы (i=1, 2), определенная как 
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где  – объем, занятый одной из бинарных фракций, а d
iV  d

iV   – другой. Для ста-

тистически стационарной среды n-точечная корреляционная функция зависит не от аб-
солютных координат, а от расстояний относительно друг друга, то есть 

                                                                                 (3) ( ) ( )
1 2 12 1( , , ..., ) ( , ..., )i i

n n nS Sx x x x x n

для всех n 1, где xij=xj–xi.  
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 Очевидно, значение 1-точечной корреляционной функции равно объемной доле 
бинарной фракции i: 

 ( ) ( )
1 ( )i i

iS I x  ,         (4) 

что есть не что иное, как вероятность того, что случайно выбранная точка принадлежит 
фазе i. 
 Корреляционная функция с n=2 определяется как 

 ( ) ( ) ( )
1 2 1 22 ( , ) ( ) ( )i i iS I Ix x x x       (5) 

и является наиболее изученной функцией для описания случайных сред [24]. Данное вы-

ражение имеет смысл вероятности одновременного нахождения точек  и  в фазе i. 

Для статистически однородных сред функция зависит только от расстояния (3), а потому 
можно записать, что 

1x 2x

               (6) ( ) ( )
1 22 2( , ) ( ),iS Sx x ri

r



где . Для статистически однородной и изотропной среды корреляционная будет 

зависеть только от скалярного расстояния между точками, то есть 
12r x

            (7) ( ) ( )
2 2( ) ( ).i iS Sr

 Для двухфазной статистически однородной среды соотношение корреляционных 
функций обеих фаз можно записать в следующем виде: 

        (8) (2) (1)
12 2( ) ( ) 2 1.S S  r r

 Автокорреляционная функция записывается как  

 ,                (9) (1) (2)2 2
1 22 2( ) ( ) ( )S S      r r r

откуда видно, что данная корреляционная функция не различает фазы, т.е. улучшение 
описания среды за счет вычисления независимых корреляционных функций для различ-
ных фаз невозможно, что, однако, неверно для многих других функций. 
 Автоковариационная функция (нормированная через объемные доли каждой из 
фаз) может быть записана через автокорреляционную (9) функцию в виде 

 
( ) 2
2

1 2 1 2

( )( )
( )

i
iS

f


 
   

rr
r .       (10) 

 Такие функции обладают некоторыми свойствами, наиболее важными из которых 
можно считать необходимые условия реализуемости (то есть условия, при которых дан-
ная функция может быть реализована в виде двухфазной среды). Наиболее полный ана-
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лиз таких свойств можно найти в работах [10,24]. Перечислим здесь лишь некоторые ос-
новные свойства 2-точечной корреляционной функции. 

 
Рис.1. Блок-схема алгоритма моделирования структуры среды с заданными пара-

метрами с использованием корреляционных функций. 
 

 Для r =0 можно записать 

 .                                                                                                                   (11) ( )
2 ( )i

iS  0

 



Моделирование структуры материалов, обладающих желаемыми свойствами ... 55 

 А в случае если в среде нет корреляций на больших расстояниях, 

 ( ) 2
2lim ( )i

iS



r

r .                                                                                                          (12) 

 Остальные свойства не являются основными и в целом характерны для функций 
среды, полученных при восстановлении методом «отжига». Таким образом, двухточеч-
ная корреляционная функция является наиболее изученной, для нее существует множе-
ство аналитических решений, применимых к упрощенным средам (например, пересе-
кающиеся и непересекающиеся круги/сферы и пр. [10,25]).  
 Считается установленным фактом, что любая структура и ее свойства могут быть 
точно описаны бесконечным набором n-точечных корреляционных функций (1). Однако 
на практике вычисление корреляционных функций с n > 2 сопряжено с множеством 
трудностей, связанных в основном с вычислительными ресурсами. В [21] авторы приво-
дят доводы в пользу того, что даже уже при n = 3 сложность расчетов не окупается точ-
ностью получаемой информации. Это приводило к тому, что на практике пользовались 
лишь функцией S2. В последнее время было показано, что для описания гетерогенных 
сред недостаточно двухточечных корреляционных функций [26,27], что связано с неко-
торым количеством вырожденных состояний. Качество такого описания можно повы-
шать за счет использования дополнительных функций, перечисленных выше [23,26]. 
 Для начала рассмотрим случай сборки структуры по заданной корреляционной 
функции S2. Разницу между статистическим описанием структуры двумя различными 
наборами функций можно рассчитать в виде суммы квадратов разностей между значе-
ниями функций: 

                                                                                                (13) 2
2 2

ˆ[ ( ) ( )] ,i i
i

E S r S r 

где  и  – две различные функции (при выполнении процедуры сборки по заданной 

функции:  – заданная функция,  – функция среды, полученной на каком-либо шаге 

процесса сборки, соответственно). Определенную таким образом «энергию» E можно 
рассматривать как некое состояние системы, для минимизации которой подходит метод 
«отжига», описанный ниже. 

2S 2Ŝ

2S 2Ŝ

 В случае исследования различных материалов и пористых сред данные о строении 
представляют в цифровом виде пикселей/вокселей. Для сборки достаточно взять слу-
чайную среду и начать переставлять в ней пиксели/воксели, на каждом шаге проверяя, 
как меняется энергия согласно уравнению (13) (рис.1). Однако из-за незнания структуры, 
в начале процедуры имеет смысл делать больше перестановок, даже если они не приво-
дят к уменьшению E. Для данной цели отлично подходит следующий алгоритм, когда 
вероятность того, что случайная перестановка принимается, записывается как 

 
1,                        0,

( )
exp( / ),    0,old new

E
P E E

E T E

 
     

                                                                 (14) 

где .  Начальная температура T (трактовка согласно распределению 

Больцмана в нижней части уравнения (14)) устанавливается так, чтобы вероятность при-
new oldE E E  
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нятия случайной перестановки при 0E
T k

равнялась 0.5. Охлаждение системы, обратно 
пропорциональное логарифму в виде ( ) 1 / ln( )k , должно привести к минимуму 

энергии, однако это потребует значительного времени, поэтому на практике использует-

ся более быстрый план охлаждения, а именно, T ( ) /k T (0) k  , где  меньше, но близко к 

1 [21]. Результат сборки/реконструкции будет также зависеть от того, каким образом 
рассчитываются значения функций. Наиболее простым и не требующим серьезных за-
трат машинного времени является ортогональный алгоритм, предложенный в [21], когда 
вычисление функций S2 проводится только по ортогональным направлениям перемеще-
нием по области моделирования отрезка изменяющейся длины r (0 ≤ r ≤ N/2, где N – 
размер области моделирования) согласно уравнениям (5) и (7). 
 Случайная перестановка пикселей/вокселей приводит к значительному замедле-
нию процедуры сборки/реконструкции, поэтому после приобретения конструируемой 
средой своего примерного очертания имеет смысл перестановка отдельно стоящих пик-
селей/вокселей на границе раздела между фазами. Для ускорения процедуры мы исполь-
зуем оптимизацию выбора точек для перестановки [23], согласно которой случайным 
образом выбирается только одна точка, принадлежащая моделируемой среде. Затем 
также случайным образом выбираются два направления, в которых начинается поиск 
пары ближайших точек, удовлетворяющих следующим условиям: точки должны лежать 
на границе раздела фаз и принадлежать двум различным фазам.  
 Еще одним важным моментом сборки/реконструкции является остановка процесса, 
то есть условие, когда мы считаем, что достигли необходимой точности. Существует два 
основных подхода: 1) выбор порогового значения E , при котором процесс считается 
завершенным, или 2) некоторое значительное количество не принятых перестановок 
(например, 105) подряд. Первый метод кажется более предпочтительным, так как позво-
ляет оценить количественно степень соответствия двух сред (рис.1). Данный показатель 
энергии может рассматриваться как среднеквадратическая ошибка метода при сбор-
ке/реконструкции, а также использоваться для оценки фракции неправильно расставлен-
ных пикселей/вокселей [28]. 
 

3. Объекты и методы 
В качестве исходных данных для сборки использовали аналитически заданные кор-

реляционные функции, полученные параметризацией следующего уравнения [28]: 
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               (15) 

 Данное выражение представляет собой суперпозицию затухающей, осциллирую-
щей и полиномиальной функций с коэффициентами  такими, что 1+2+3=1. Мы фик-
сируем данные коэффициенты так, что 1=0.3, 2=0.2 и 3=0.5, q=1 и =0 для всех слу-
чаев. При этом параметры a,b,c изменяются от 3 до 15, от 5 до 30 и от 5 до 20, соответст-

венно (см. табл.1). Пропорции бинарных фаз при сборке равнялись  и 

 Примеры аналитически заданных автокорреляционных (и соответст-

вующих им корреляционных функций с =0,4) функций, рассчитанных согласно (15) и 
принятым параметрам, показаны на рис.2. Таким образом, мы получаем 60 различных 

( )
2 (0) 0.4чернаяS 

( )
2 (0) 0.6.белаяS 
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функций, заданных аналитически, которые используются для стохастической реконст-
рукции трехмерных структур методом Yeong-Torquato для расчетной области 3003 во-
кселей с параметрами максимальной длины корреляции 120 пикселей, параметром ско-
рости охлаждения  =0.999, пороговой энергии E =10–7.  
 

 
Рис.2. Примеры автокорреляционной и корреляционной (количество фазы 0.4) 

функций, описанных аналитически с помощью (15) и коэффициентов a, b, с, 
указанных на каждом графике. 

 
 Для каждого трехмерного образца, собранного по аналитически заданной корреля-
ционной функции, рассчитывалась эффективная проницаемость методом моделирования 
в масштабе пор на основе численного решения уравнения Стокса конечно-разностным 
методом с четвертым порядком точности. Мы моделируем однофазное течение жидко-
сти в поровом пространстве обеих бинарных фракций (черной и белой с пропорциями 
0.4 и 0.6 соответственно) упрощенным уравнением Навье-Стокса, считая влияние вязких 
сил пренебрежимо малым: 

            (16) 
0,

div 0,        

  
 

v p

v

где ( , , )x y zv v vv
  

 – поле скоростей,  – вязкость флюида, p – поле давлений. На основе 

полученных в результате моделирования полей скоростей течения однофазного флюида 
эффективная проницаемость рассчитывается согласно уравнению Дарси 

 effv S
K

S


 ,                                                                                                               (17) 
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где v  – средняя скорость в заданном сечении, например, выходном,  – его эффек-

тивная площадь, равная площади поперечного сечения порового пространства, а S – это 
полная площадь поперечного сечения расчетной области. Обработка изображений и мо-
делирование проводились на современном персональном компьютере с помощью про-
граммных решений авторов. Проницаемость определялась по трем ортогональным на-
правлениям, но из-за близости получаемых значений мы используем среднее значение. 

effS

 
4. Результаты и обсуждение 
 Все реконструкции сред по 60 различным корреляционным функциям, заданным 
аналитически, были успешно получены с помощью метода Yeong-Torquato (для нагляд-
ности двумерные срезы некоторых конструкций показаны в табл.1). Процесс сборки за-
нимал от 6 до 56 часов (последняя цифра представляет собой максимальное время ожи-
дания сборки нереализуемых корреляционных функций), а расчет поля скоростей тече-
ния флюида в каждой из фаз – от 8 и 14 до 23 и 42 часов (для белой и черной фазы соот-
ветственно) в зависимости от использовавшейся функции, описанной аналитически. При 
этом, несмотря на общую завершенность всех полученных структур (четкие края разде-
лов фаз и отсутствие «мусора» в виде отдельных пикселей, характерных для высоких 
значений энергии E), для некоторых из них точность в 10–7 не могла была достигнута 
(такие образцы обведены рамкой в табл.1).  
 

 
Рис.3.  Значения корреляционной функции, заданной аналитически, по которой проводи-

лась сборка структуры с параметрами a=7, b=30, c=10, и результирующей функ-
ции у структуры, полученной после завершения процедуры реконструкции с точ-
ностью 1.09×10–6 (график слева). Справа отдельно показаны численные различия 
между двумя функциями на левом графике.  

 
 При более близком рассмотрении оказалось, что заданная аналитически и полу-
чаемая методом «отжига» корреляционные функции для этих образцов не сходились 
лишь при малых r (рис.3) ввиду невыполнения условия отрицательной производной в 
точке r(0) [24].  
 Таким образом, уравнение (15) при определенном выборе параметров может при-
водить к генерации физически нереализуемой корреляционной функции. Для всех ос-
тальных образцов (не помеченных рамкой) процесс «отжига» был остановлен при дос-
тижении Е=10–7, а совпадение заданных и результирующих функций было почти точ-
ным и не различимым на графиках (а потому не показано). 
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Таблица 1. Двумерные срезы (3002 пикселей) некоторых трехмерных реконструированных  
                    образцов, полученных с использованием различных параметров a, b и c в урав- 
                    нении (15). Рамкой помечены образцы, для которых не получилось достичь не- 
                    обходимой точности в 10–7 (см. рис.2). 

a      b   
  
c  

5 10 15 30 

3 5 

    
5 10 

    
7 10 

    
10 10 

    
15 5 

    
15 20 
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Рис.4.   Трехмерные визуализации структуры (слева) и полей скоростей течения флюи-

да в их поровом пространстве (пористость 0.4, справа) для трех образцов с 
функциями, показанными на рис.2. 

 

 Примеры трехмерных структур, полученных по функциям, представленным в 
табл.1, показаны на рис.4 (слева). На этом же рисунке справа показаны результаты рас-
четов поля скоростей течения флюида при низких числах Рейнольдса, по которым со-
гласно (17) были получены значения эффективной проницаемости. Данные о проницае-
мости всех образцов представлены на рис.5. Детальный анализ влияния параметров 
функции (a, b, и c) показывает, что в целом увеличение всех трех параметров ведет к по-
вышению эффективной проницаемости как белой, так и черной фаз. Это в общем соот-
ветствует интуитивному предположению, которое можно сделать при рассмотрении по-
лучаемых структур (табл.1) – при увеличении всех трех параметров наблюдается рост 
линейного размера каждой из фаз.  
 Визуализация получаемых значений в пространстве этих трех параметров (рис.5) 
указывает на возможность подбора параметров описанной аналитически функции, с за-
данными проницаемостями и линейными размерами пор. Также очевидно, что можно 
подобрать значительное количество различных структур с одинаковой проницаемостью, 
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но различными конфигурациями порового пространства. С более практической точки 
зрения имеет значение подбор не только эффективной проницаемости, но и распределе-
ния пор по размерам, что, например, позволит создавать фильтры с необходимыми про-
пускными свойствами. В настоящем виде метод получения структур с необходимыми 
физическими свойствами обладает рядом недостатков. Во-первых, известно, что исполь-
зование только ортогональных функций согласно методике Yeong-Torquato приводит к 
анизотропии по диагональным направлениям [29]. Во-вторых, в некоторых случаях, как 
показано на рис.2, уравнение (15) может приводить к получению физически нереализуе-
мых функций. В будущих работах мы планируем проводить сборку с использованием не 
только ортогональных, но и диагональных направлений [30], а также других аналитиче-
ских описаний, отличных от уравнения (15), или же его модификаций с использованием 
большего количества суперпозиций различных простых функций. Особый интерес вы-
зывает сравнение рассчитанных напрямую методами моделирования в масштабе пор в 
образцах эффективных свойств с теоретическими, полученными с помощью точных 
пределов [10].  
 

 
Рис.5. Влияние параметров a, b, и c заданной аналитически функции в уравнении (15) на 

эффективную проницаемость конструируемой среды для образцов с пористостью 
0.4 (слева) и 0.6 (справа). Проницаемость дана в безразмерных единицах, соответ-
ствующих единичным длинам r. 

 
5. Выводы  
 Трехмерные структуры гипотетических бинарных материалов были сконструиро-
ваны по корреляционным функциям, заданным аналитически (полученными из общего 
уравнения с тремя изменяемыми параметрами). Все сконструированные методом «отжи-
га» структуры были различны для различающихся корреляционных функций. Для всех 
полученных структур были рассчитаны значения эффективной проницаемости. Резуль-
таты исследования указывают на возможность подбора параметров заданной аналитиче-
ски функции таким образом, чтобы получать структуры с желаемым строением порового 
пространства и значением проницаемости, что может быть использовано для решения 
множества фундаментальных и прикладных задач материаловедения и смежных наук. 
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